Unidad 2: SUCESIONES Y SERIES NUMERICAS.

Una sucesion es un conjunto ordenado de elementos que responden
a una ley de formacion. La sucesién suele abreviarse:

(an)=(aq,a2,a3,...,an,...)

Siendo &) el primer término, a2 el segundo término, a3 el tercer

término, etc. y los puntos suspensivos finales indican que consideramos
sucesiones de infinitos términos.
Ejemplos:

n
(ch) = (l E, 1, j VneN :(cn):(%j

Observacion: La formula que aparece al final de cada ejemplo es la
que proporciona la ley o regla de formacién de los elementos de la
sucesion.

Podemos observar en los ejemplos anteriores que a cada numero
natural le corresponde un término de la sucesion y solamente uno, y que los
términos de la sucesion pueden ser elementos de cualquier conjunto
numerico. Esto nos da la idea que una sucesion es una funcién, cuyo
dominio es el conjunto de todos los nudmeros naturales y su recorrido
cualquier conjunto numeérico.

Trabajaremos con sucesiones de nuameros reales, es decir, aquellas
cuyo dominio estad formado por niameros naturales, y cuyo recorrido esta
formado por nimeros reales.
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Consideremos nuevamente la sucesion:

(an)=(x,a2,a3,...,an,...)
Si tenemos en cuenta el concepto de funcion, a, es la imagen del

numero natural 1 por medio de la sucesion; a, es la imagen del nimero
natural 2 por medio de la sucesion y asi en ese orden.

Definicion:
Una sucesion numérica es una funcion cuyo dominio es el
conjunto de los niumeros naturales y cuyo recorrido esta incluido en el

conjunto de los nameros reales.

En simbolos:
Una sucesion es una funcions:N >R /¥ ne N:s(n) = an

Representacion grafica.

Sea la sucesion (ap) = |1,

S5

NP

N |-
Wik

Es usual representar directamente sus términos sobre la recta real de
la siguiente manera:

< I I I |

o .. Ya Yo 1

Actividad

Representar graficamente las sucesiones dadas anteriormente como
ejemplos.
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SUCESIONES ACOTADAS

El numero real p es una cota superior de la sucesion (ap, ) siy solo si:
vV NeN ay<p

De modo similar, g es cota inferior de la sucesion (@n ) siy solo si:

Si una sucesién admite cotas inferiores y cotas superiores se dice
gue esta acotada.

Si una sucesion tiene una cota superior, tiene una infinidad de cotas
superiores.

El mismo comentario vale para las cotas inferiores.

La menor de las cotas superiores se llama supremo de la sucesion,

mientras que la mayor de las cotas inferiores se denomina infimo de la
sucesion.

SUCESION CONVERGENTE.

La nocién de convergencia esta unida al comportamiento de una
sucesion (Ap ) cuando n crece arbitrariamente.

1
Por ejemplo, sea la sucesion (Ap ) tal que dp = —.
n
Podemos dibujar sobre la recta real los primeros términos:
. 1 1 1
ai= A= — az= — ags= —
2 3 4
—H—f—
432

Se puede observar que a medida que n crece los términos de la
sucesion se acercan a 0.

En general, si los términos de una sucesion se aproximan al nimero
L cuando n crece de manera no acotada o para valores de n
suficientemente grande, se dice que la sucesion converge a L y escribimos:

lim a, =L
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El limite finito de la sucesion corresponde al limite funcional:

lim f(X)=L

X—>00

De ahi que en la notacién lim a, =L, no se escribe Nn—>o0, porque esto

gueda sobrentendido.

DEFINICION:

La sucesion (d@pn) converge al namero L ,y se escribe :

lim a, =L

si paratodo € > 0, existe un numero natural N tal que, para todo

n>Nseala,-Ll<s.

Lo que esto quiere decir:

La notaciénlim a, =L significa que

sucesion, se pueden aproximar a L cuanto
tomar N lo suficientemente grande.

Graficamente: (

los términos de la
se quiera, con tal de

I N I I

|
!
an.l L'S an L an+1

La figura muestra una interpretacién geométrica de la definicién:

Que lim ap =L, significa que para cualquier ¢ > 0, en el intervalo

(L - & L + ¢) estan todos los términos de la sucesion desde un n en

adelante.

Apunte de Teoria y Practica —Afio 2008-para Lic. en Administracion de Empresasy C.P.N.



SUCESIONES DIVERGENTES

Dadas las siguientes sucesiones:

(An)=(1,2, 3 4y N o )

(bn)=(-%, -1, -3/2, -2,......,-n/2,.......)

No tienen limite finito.
En la sucesion (@p), sus términos, a partir de unos de ellos, superan a
cualguier nimero positivo que se elija.

En la sucesion (bn) los términos negativos superan en valor

absoluto, a partir de uno de ellos, a cualquier nUmero positivo que se elija.
Se dice que estas sucesiones tienen limite infinito.
Una sucesion es divergente si y solo si su limite es infinito.

Se escribe: lim Ap =«

SUCESION OSCILANTE.

Una sucesion es oscilante si y solo si no tienen limite finito ni limite
infinito.

Ejemplos:

(an) = ( O! 11 _11 O ) 1, '1, O ,l, '1, ......... )

n+1 3 _4
b= ()" —=|=]-2>""
( n) ( ) n ( 121 31

NlO

Estas sucesiones no tienen limite finito ni infinito.
Consideremos la segunda sucesion:

_ 1
Sinesparby=1+=— >1
n

Sinesimpar bp=-1-— —>-1
n

Luego, no tiene limite finito ni infinito.
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SUCESIONES MONOTONAS

Una sucesion numérica (ayp,) es creciente si y solo si:

VneN:a, <d,
y es estrictamente creciente siy solo si :
VneN:ad,<d,

De modo similar (dp,) es decreciente siy solo si:

VneN:anZan+1

y es estrictamente decreciente si y solo si:
VneN:d,> a1

Las sucesiones crecientes o decrecientes se llaman monoétonas.
Aceptamos sin demostracion el siguiente teorema.

TEOREMA FUNDAMENTAL
“Una sucesion monoétona esta acotada si y solo si es convergente”.

Veamos como se puede emplear este teorema.

B 2+n
Sea la sucesion (Ap ) =
n

Escribimos algunos términos de la sucesion:
(An)=(3,2,5/3,3/2,7/5,......... )

Graficamente tenemos: 1 L L1
|

0 1 3/5 5/3 2

Vemos que es una sucesion estrictamente decreciente.
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Probamos esto de la siguiente manera:

2+n 2+n+1
= 1=

Debe ocurrir que: Vn € N: (@n > an+1)

a _2+n a _2+n+1
n n n+1 _EII_
2+n:g+1 2+n+1: 2 1
n n n+1 n+1
1 1 2 2 2
n<n+l= — > = — > - — +1> +1=
n n+1 n n+1 n n+1

a, > d,,;. como queriamos probar.

Esta sucesion esta ademas acotada: el supremo es 3 y para ver de
gué manera esta acotada inferiormente hacemos lo siguiente:

2+n 2
=—+ 1= 1
n n

para “ N namero natural suficientemente grande.”
Luego el infimo es 1.

Tenemos entonces una sucesion monotona decreciente y acotada (inferiormente,
en particular) luego por el Teorema Fundamental es convergente.
Ademas se puede probar que:

\'si (Adn) es mondtona decreciente, lim @p = infimo (Ap )
\'si (A4n) es mondtona creciente, lim ap = supremo (ap)

Por lo tanto lim dn=1
Actividad

n+1

Realizar una tarea similar con la sucesion (bn) =

Apunte de Teoria y Practica —Afio 2008-para Lic. en Administracion de Empresasy C.P.N.



Series Numeéricas

Dada la siguiente sucesion de numeros reales:

(an)=(x,a2,a3,...,an,...)

Consideremos las sumas parciales de sus términos:

S=a
S =a+ay
S3=ap+ap+a3z

Sh=qq+ax+ag+..+ap

Podemos construir una sucesion formada con la sumas parciales de
la sucesion (ap ).

Esto es (Sp ) = (S1,$2,53,..5n.-.)

Esta nueva sucesion (S'] ) se llama serie numérica asociada a la
sucesion (ap).
Los nimeros a1,a2,a3 ... se llaman términos de la serie y los

nimeros §1, S, S3,...son sus sumas parciales.

Ejemplo

Sea(Qp) = [%) = (l,

5 =1

N
wlkF

[l
=
+

NI N~
+
H

o|R

S3=1+
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311 1

Luego (Sn)= —,—,...| eslaserie asociada ala sucesion —
2 6 n
Para poner en evidencia los términos de la serie, suele llamarse serie
a la suma formal:
o0
Yan=a +azx+az+..
n=1

Luego, la serie anterior puede expresarse como

© 1
> =

1
O simplemente >, —
n=1" n

Una serie es convergente, divergente u oscilante si y sélo si la
sucesion de sumas parciales que la define es, respectivamente,
convergente, divergente u oscilante.

Si la serie es convergente, el limite de la sucesion de sumas
parciales se llama suma de la serie.

Lim (Sp )= S
y en ése caso se asigna este numero como valor de la suma formal:

Yapn=a+ap+ag+..= S
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SERIE GEOMETRICA

Comencemos recordando la nocidn de sucesion o progresion
geométrica:

aq,aqr,aqr 2,....,aqr "

se trata de una sucesion en la que cada término se obtienes multiplicando
el anterior por un valor constante llamado razon.

Ejemplo:

Si al =2 vy I =3, tenemos la siguiente progresion geométrica:

2,23,233,2333,...... ,
1 2 3 4 n-1

2,23,23,23,23,....... , 2.3

Ahora bien, una serie geométrica es una serie de la forma

o0
Zarn_1:a1+ ar +a1r2+a1r3+...+a1rn_l+...

n=1
Recibe este nombre, de serie geomeétrica, pues sus términos
corresponden a una progresion geométrica de razéon I' ( r # 0 )definida

Sh-—a+ar+a +ad 4. +a2 4 gl
arriba. Para obtener Sn seguimos el siguiente procedimiento:

multiplicamos ambos miembros por I :

rSh = ar + ar’+ ar® +........ +a™ 4+ ar”

Restando resulta:
N(Lr)=a-ar"= a(1rM

n
Sn:a(l—r )
1-r
sir#1
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Para determinar el caracter de la serie geométrica debemos calcular

lim Sp.

Se presentan varios casos, segun el valor de r.
Sea r tal que:
1<r<l o /r/<1

S /r/ <1 = limr =0

: . a  .ar a
Luego liIMmSp =lim———1Iim =
1-r 1-r 1-r

i a
Luego, la serie convergey su suma es Sz—l
—r

VSir>1or<-lor=1, laserie es divergente.
V' Sir=-1, la serie geométrica es oscilante.
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