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Complemento de Matemática – Unidad Nº 2


2.1 CAMPOS ESCALARES
Introducción

En esta unidad se generalizan los métodos del cálculo diferencial e integral de funciones reales de una variable real a funciones reales  de varias variables reales.

En el  mundo real, se presentan funciones que dependen de más de una variable y por lo general su estudio se complica cuando mas variables se consideran, por esta razón se trabajan con modelos simplificados donde se descartan algunas o bien se las supone constantes. En consecuencia, se estudiarán en esta unidad funciones de 2 o 3 variables reales independientes y en particular funciones que representen fenómenos económicos, como ser funciones de costos conjuntos, de demanda, de beneficio o de producción entre otras.

Se estudiarán problemas de optimización libre y condicionada
Por último, se extenderá la noción de integral definida de funciones de una sola variable a integrales de funciones de dos variables. Este tipo de integrales se conoce con el nombre de integrales dobles.

· Ejemplos de funciones de varias variables

1. Función de producción

En la Teoría de la Producción, a menudo se considera la cantidad producida de un cierto bien por parte de una empresa u otro agente productor como una función real de varias variables reales que son las cantidades de los insumos o materias primas que se emplean para obtener la misma. En los modelos más sencillos se consideran dos factores productivos, el capital utilizado o invertido (medido en unidades monetarias) y la cantidad de mano de obra (medida en horas de trabajo o en su contrapartida monetaria).

Por ejemplo, una función de producción dos variables llamada de Cobb-Douglas
, es de la forma siguiente: 
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 donde 
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 es la producción total (el valor en pesos de todos los artículos producidos en un año), es función de 
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, que representa  el número total de hombres-hora trabajados en un año;  y de 
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, la cantidad de capital invertido,  es decir,  el valor monetario de toda la maquinaria,  equipos y edificios, y 
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. Aunque existen numerosos factores que afectan el comportamiento de la economía,  el modelo resultó ser sorprendentemente preciso. 

Son ejemplos de funciones de producción en este modelo simplificado, los siguientes: 
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No todas las funciones de producción responden al modelo de las funciones de Cobb-Douglas. 
Definición de campo escalar                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       

Una función real de dos variables es una regla que asigna a cada par  ordenado 
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[image: image14.wmf]f

.

La función  
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 se llama función de vector o campo escalar.

Cuando 
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 es una función de dos variables,  escribiremos 
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Ejercicio 2.1 

Halle el dominio de la función dada por 
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Solución

Para que 
[image: image19.wmf]R

z

Î
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Gráficamente, se trata de todos los puntos del plano que son mayores o iguales que los que se encuentran en la circunferencia centrada en el origen y de radio 4. Recordar que la ecuación de una circunferencia centrada en el origen y de radio 
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Ejercicio 2.2
Determine el dominio de la función 
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 y realice un gráfico de este conjunto.

Solución

La operación principal que define a la función 
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 es la división,  y para que esta división tenga sentido,  es decir,  para que 
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 sea un número real,  debe ser 
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Gráficamente, se trata de todos los puntos del plano que no están  en la circunferencia centrada en el origen y de radio 2.

Ejercicio 2.3
1) Dadas las funciones: 
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Halle: 
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2) Determine el dominio de la función 
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 y represente gráficamente este conjunto.
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· Gráfica de f       

En el caso de una función escalar 
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,  la gráfica es el conjunto de todos los puntos 
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 Podemos interpretar esta gráfica como una “curva” en 
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Gráfica de 
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Ahora, si 
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Gráfica de 
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· Planos

El tipo de superficie más simple es el plano y su ecuación es de la forma 
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 son números no simultáneamente nulos.

Si uno de los tres números reales 
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 es cero,  el plano es paralelo al eje correspondiente a la coordenada cuyo coeficiente es cero.

Ejercicio 2.4 

Dibuje el plano cuya ecuación se da mediante el procedimiento de hallar las intersecciones con los ejes coordenados.
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Los gráficos siguientes representan gráficamente otras funciones de dos variables.
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2.2 Límites y continuidad

Entornos en el plano

Recordemos la noción de distancia entre dos puntos en el plano.

Sean P = (x0, y0)   y  Q = (x, y)  dos puntos en el plano.

d(P, Q) =  
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Definimos el entorno centrado en (x0, y0) y radio ( > 0 como el conjunto de puntos (x, y) del plano tal que su distancia a (x0, y0) es menor que (.

Es decir: 
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Se puede considerar el ( - entorno como un disco abierto  (sin el contorno) centrado en (x0, y0)

Entorno reducido es el entorno sin el centro (x0, y0)

· Definición del límite de una función de dos variables

Sea f una función de dos variables definida en un disco de centro P = (x0, y0), excepto posiblemente en (x0, y0), y sea L un número real. Entonces 
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 si para cada (>0 existe un (>0 tal que: 
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En símbolos:
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· Limites sucesivos o reiterados

No debe confundirse nunca el límite doble o simultaneo definido anteriormente con los límites sucesivos o reiterados.
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En los cuales se hace tenderá su limite primero una variable y luego la otra en la función resultante, mientras que en el limite doble tienden ambas variables con simultaneidad arbitraria al punto (x0 , y0)
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      Ejemplo

  Sea f(x, y) = x + y , calcular ambos limites sucesivos en (3, 2)
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Si el límite doble existe, este es único.

· Si existen los limites dobles y los sucesivos, todos ellos son iguales

· Si los límites sucesivos son distintos, entonces el límite doble no puede existir.
· Puede ocurrir que exista el límite doble sin que alguno o ninguno de los límites reiterados exista.
Para funciones de una sola variable, cuando hacemos que x se aproxime a c, solo hay dos posibles direcciones para aproximarse a c, desde la izquierda o desde la derecha.

Recordemos que:  
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Para funciones de dos variables, la situación no es tan sencilla porque podemos hacer que (x, y) se aproxime a (x0, y0) desde un número infinito de direcciones mientras que (x, y) permanezca dentro del dominio de f.
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Ejercicio 2.5
Muestre que 
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Como L 12 
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 L 21, el límite (doble) no existe.

Ejercicio 2.6
Si f(x, y) = 
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Solución

Por límites sucesivos:
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Por límites radiales:

Significa aproximarnos a (xo, yo) a lo largo de una recta no vertical, en este caso que pase por el origen (0,0).

Sea y = mx
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Si m = 1, y = x. Nos aproximamos a (0,0) a lo largo de la recta y=x y vemos que 
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Ejemplo 2.7
Si 
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Para ahorrar tiempo, en lugar de tomar límites sucesivos, tomamos directamente límites por cualquier recta no vertical que pase por el origen, es decir límites radiales.

Si 
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Por lo que 
[image: image113.wmf])

y

,

x

(

f



 EMBED Equation.3  [image: image114.wmf]0
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 cuando (x, y)
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 (0,0) a lo largo de y = mx.

Esto significa que f tiene el mismo límite a lo largo de cualquier recta no vertical que pase por el origen.

Por eso no demuestra que el límite sea cero, dado que si ahora hacemos que (x, y)
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(0,0) por la parábola x = y2 tenemos que:
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 o bien, decimos que f(x, y)
[image: image121.wmf]®

 
[image: image122.wmf]2

1

 siempre que  (x, y)
[image: image123.wmf]®

(0,0) a lo largo de la parábola x = y2.

Como diferentes trayectorias conducen a valores diferentes, el límite dado no existe.

Continuidad
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El significado intuitivo de continuidad es que si el punto (x, y) cambia en una pequeña cantidad, entonces el valor de f(x, y) cambia en una pequeña cantidad.

Propiedades

Igual que en las funciones de una sola variable, se tiene que: 

La suma, diferencia, producto o cociente de funciones continuas de varias variables es igual a una función continua en todo punto que no anule el denominador.

2.8 Ejercicios propuestos

1) Calcular el límite propuesto en cada caso usando:
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2) Demuestre que el límite en el origen de las siguientes funciones no existe:
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3) Sea f la función definida por: 
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a) Demuestre que 
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Indicación: Considere el límite cuando 
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4) Determine la región de continuidad f y trácela como región sombreada en IR2.
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5) Analice si las siguientes funciones son continuas en el origen y clasifique:
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2.3 DERIVADAS PARCIALES
La derivación parcial es un proceso que consiste en derivar una función de varias variables respecto de una de ellas, considerando a las otras variables como constantes.

Sea 
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 un disco abierto en 
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Ejercicio 2.9
Si 
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Solución

Para hallar 
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De manera análoga,  para hallar 
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Para indicar que una derivada parcial se evalúa en un punto particular, por ejemplo en 
[image: image160.wmf](

)

0

0

,

y

x

, escribimos    
[image: image161.wmf](

)

0

0

y

,

x

x

f

¶

¶

,   
[image: image162.wmf]0

0

y

y

,

x

x

x

f

=

=

¶

¶

  o  
[image: image163.wmf])

,

(

0

0

y

x

x

f

¶

¶


2.10 Ejercicios propuestos

1) Calcule las derivadas parciales aplicando la definición:
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2) Calcule la derivada parcial aplicando la definición en el punto indicado.
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3) Halle 
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4) Halle 
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5) Halle 
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Ejercicio 2.11 Aplicaciones de las derivadas parciales

Consideremos el caso de un fabricante que elabora x unidades del producto X y  Y unidades del producto Y. En este caso, el costo total ‘c’ de estas unidades es función de x e y, y se la conoce como función de costos conjuntas.

Sea 
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De modo que 
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  recibe el nombre de costo marginal (parcial)  con respecto a x. 

Esta es la tasa de variación de c con respecto a x, cuando se mantiene a  y  fija o constante.

¿Qué representa entonces 
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Por ejemplo, si 
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 se expresa en dólares y  
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= 2, entonces el costo                                                          de fabricar una unidad extra de Y cuando el nivel de producción de X es fijo es aproximadamente de dos dólares.

Ejercicio 12 

El costo de producción C, en función de las cantidades producidas de dos artículos X e Y es C(x,y)= 
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, donde x e y son las cantidades producidas de X e Y, respectivamente. Determine los costos marginales cuando x= 40 e y = 60 e interprete los resultados
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Solución

La ecuación (1) significa que aumentando la producción del artículo X de 40 a 41 unidades mientras que “y” se mantiene en 60, produce un aumento en costos de aproximadamente de 12 pesos.

Escriba ahora la interpretación de la ecuación (2).

Función de producción y productividad marginal

La elaboración de un artículo depende de muchos factores de producción. Entre estos se encuentra mano de obra, capital, terreno, maquinarias, etc.

Vamos a suponer, como se ejemplificó anteriormente, que la producción depende sólo de la mano de obra y del capital. Así, la función 
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Se define la productividad marginal de 
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Esta es la tasa de variación de 
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 se mantiene o se conserva fija. De un modo similar, la productividad marginal con respecto a 
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Esta es la tasa de variación de P con respecto a k cuando q se mantiene fija.

Ejercicio 2.13
Un fabricante ha establecido que su función de producción es 
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 es el número de horas de mano de obra a la semana y 
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 es el capital (expresado en centenares de dólares a la semana) que se requieren para la producción semanal 
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. Hallar las funciones de productividad marginal y evaluarlas cuando 
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El resultado (2) significa que si 
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, aumentar 
[image: image199.wmf]l

 de 8 a 9 y mantener 
[image: image200.wmf]k

 en 27,  origina un aumento en la producción de 6 unidades.

Interprete el resultado (1)

En general la productividad marginal respecto del capital, mide cambios aproximados en la producción ante cambios unitarios del capital cuando el trabajo (en este caso número de mano de obra) permanece constante, y análogamente la productividad marginal respecto del trabajo, mide cambios aproximados en la producción ante cambios unitarios del trabajo, cuando el capital permanece constante.

Derivadas parciales de orden superior

Sea 
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Derivadas segundas
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La expresión
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 se lee: Derivada parcial segunda de 
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 con respecto a x dos veces.
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La expresión
[image: image206.wmf]2
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 se lee: Derivada parcial segunda de 
[image: image207.wmf]f

 con respecto a y dos veces.

Derivadas cruzadas
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Esto se puede leer: Derivada parcial segunda de 
[image: image209.wmf]f

 con respecto a 
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, con respecto a 
[image: image211.wmf]x
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Ejercicio 2. 14
Realice un desarrollo similar al anterior para obtener 
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Teorema de las derivadas cruzadas
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Ejercicio 2.15
Sea 
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Halle las siguientes derivadas:

a)   
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Solución

a)   
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     c)   
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b)   
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     d)   
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2.16 Ejercicio propuesto

Sea 
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 Halle las siguientes derivadas parciales:
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2.5 EXTREMOS RELATIVOS PARA FUNCIONES DE DOS VARIABLES
Sea 
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 una función definida en 
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A los máximos y mínimos relativos se les llama extremos relativos.

Se tienen extremos absolutos en el caso en que la relación 
[image: image242.wmf](

)

(

)

0

0

,

,

y

x

f

y

x

f

£

 (máximo)  y 
[image: image243.wmf](

)

(

)

0

0

,

,

y

x

f

y

x

f

³

 (mínimo) tiene lugar para todo 
[image: image244.wmf](

)

y

x

,

 del dominio 
[image: image245.wmf]D

 de 
[image: image246.wmf]f

.

Así como en Análisis Matemático I vimos un teorema que aseguraba que si la función continua alcanza un máximo o un mínimo relativo en un punto crítico, su derivada en ese punto es nula, aquí tenemos un resultado análogo.

· Criterio de las derivadas parciales para los extremos relativos

Si 
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· Puntos críticos

Un punto crítico de una función definida en un conjunto abierto S es un punto 
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b) Al menos una de las dos derivadas 
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· Criterio de las derivadas segundas para determinar extremos relativos de una función de dos variables

Supongamos que 
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Entonces se verifica:

· Si 
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· Si 
[image: image270.wmf]0

=

D

, el criterio no permite afirmar nada.

Observe que D es igual al determinante:
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Figura 3.7




Ejercicio 2.17  Problema de optimización. Beneficio máximo

El beneficio obtenido al producir 
[image: image273.wmf]x

 unidades de un producto A e 
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unidades del producto B viene dado aproximadamente por el modelo
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Determinar la cantidad de unidades que producen el máximo beneficio.

Solución
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Punto crítico 
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Calculamos las derivadas segundas para aplicar el criterio antes formulado:

Y como 
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Significado de las notaciones
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 con respecto a x primero, luego con respecto a y.

Observe que D es igual al determinante:
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Esto permite recordar la forma de obtener D.

Ejercicio 2.18
1) Sea P una función de producción dada por: P(x,y) = 0,54x2  - 0,02 x3  + 1.89 y2  - 0,09y3

en donde x e y  son las cantidades de mano de obra y capital respectivamente, y P es la cantidad de productos que se fabrican. Calcular los valores de x e y que maximizan a P.

Respuesta:  x = 18                     y = 14

2) Una compañía telefónica planea introducir en el mercado dos tipos nuevos de sistemas de comunicación que espera vender a sus mayores clientes. Se estima que el precio del primer sistema es de “x” cientos de EUROS (por cada unidad) y el segundo es de “y” cientos de EUROS. Se aprecia que 40 – 8x + 5y clientes comprarán el primero y 50 + 9x –7y el segundo. Si el costo de producción del primer sistema es de 1000 EUROS y el segundo de 3000 EUROS. ¿A cuanto debe vender la compañía cada sistema para hacer máximo el beneficio?

2.6 MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

En la determinación de extremos podemos distinguir dos tipos de problemas: problemas sin ligadura o restricción,  donde se plantea la determinación de extremos de una función sin ninguna condición adicional, y problemas con ligadura o con restricción, que consiste en determinar los valores extremos de una función, por ejemplo, 
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  llamada función objetivo, que se encuentran sujetos a una restricción o condición dada por una función de la forma 
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Esta situación podría presentarse en el caso de un fabricante que desea minimizar el costo total  de los factores de insumo y, al mismo tiempo,  lograr un determinado nivel de producción. Este tipo de problemas se pueden resolver de dos maneras: si se tiene una función de dos variables,  se puede reducir la situación a una función de una sola variables y aplicar aquí los criterios de determinación de extremos relativos vistos en la unidad uno de esta asignatura; y también  puede resolverse utilizando el método de multiplicadores de Lagrange,  que veremos enseguida. En el primer caso,  con frecuencia, no se puede  resolver  la ecuación en términos de una sola variable, lo que lleva a utilizar el segundo procedimiento.

Presentamos a continuación un ejemplo de la resolución de un problema con restricción, sin utilizar multiplicadores de Lagrange.

Ejercicio 2.19
Determinar los valores de  
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 e 
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Solución 

Resolvemos la segunda ecuación en 
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Ahora reemplazamos en el producto  y podemos expresarlo como una función de una sola variable: 
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;  y se aplica ahora alguno de los criterios estudiados de extremos de una sola variable.

· Método de multiplicadores de Lagrange

Supongamos que se quiere determinar los extremos de una función de dos variables, 
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[image: image298.wmf]k

y

x

g

=

)

,

(

.

Se resuelve el siguiente sistema,  donde 
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 es cualquier número real, llamado multiplicador de Lagrange:
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Se obtienen como resultados de este sistema, puntos críticos 
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 y se evalúa la función objetivo 
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 en estos puntos. Los valores mayor y menor son el máximo y el mínimo,  respectivamente, de 
[image: image303.wmf]f

 sujeta a la restricción dada.

El método de multiplicadores de Lagrange no indica en forma directa si el valor que alcanza la función en un punto crítico es un máximo o mínimo o ninguno de ellos. Esto se puede deducir de la naturaleza misma del problema o de consideraciones geométricas  que se puedan hacer. Con frecuencia,  se parte de la existencia de un máximo o mínimo relativo y   los puntos críticos obtenidos están en relación con ellos.

2.20 Ejercicios propuestos

1. Resuelva el problema de la introducción utilizando multiplicadores de Lagrange y compare los resultados con los obtenidos sin utilizar este método. 

2. Supóngase que una empresa ha recibido un pedido de 200 unidades de su producto y desea distribuir su manufactura entre dos de sus fábricas,  la planta 1 y la planta 2. Se utilizan 
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  y  
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 para denotar las producciones de 1 y 2,  respectivamente, y se supone que la función de costos totales está dada por 
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. ¿Cómo se debe distribuir la producción para minimizar los costos,  sujetos a la restricción 
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Resultados: 
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Se deben fabricar  50 unidades  en la planta 1 y 150 en la 2,  para minimizar los costos.

En la primera ecuación del sistema se obtiene 
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,  el costo marginal en la planta 1. De la segunda ecuación del sistema, 
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,  el costo marginal para la planta 2. Así, 
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 y esto permite concluir que para minimizar los costos es necesario que los costos marginales de cada planta sean iguales entre sí.

2.7 INTEGRALES MÚLTIPLES

Introducción

Las integrales múltiples son una extensión de las integrales definidas de funciones escalares a campos escalares de dos o más variables.

Una integral doble se puede escribir en la forma
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donde 
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 está definida en una región rectangular R del plano:
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 tiene el sentido de diferencial de área.

Integrales iteradas

Como no se puede evaluar la integral doble mediante su definición,  porque esta no es operativa, se recurre a un procedimiento llamado integración sucesiva, que indicamos a continuación:

Sea 
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 una función definida en una región R.

Se fija  
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   y  se integra 
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 Esta es la integral parcial de 
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 con respecto a x.

Luego se integra 
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 con respecto a y:
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De un modo similar,  si consideramos a x fijo:
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 integral parcial de 
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 con respecto a y.

Luego se evalúa:
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Se calcula entonces una integral doble por cálculo sucesivo de dos integrales: primero se integra con respecto a una variable y luego se integra el resultado con respecto a la otra variable. Cuando se realiza esta integración parcial sucesiva,  se opera de dentro hacia fuera como se puede ver en las expresiones siguientes:
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Las integrales de este tipo se llaman integrales iteradas. El teorema siguiente nos dice como  evaluar integrales dobles.
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Es decir,  para calcular una integral doble se puede calcular una cualquiera de las integrales iteradas:
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Ejercicio 2.21
Calcule  
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Solución
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Podemos escribir esta integral en la forma 
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Resolvemos

Ahora se integra este resultado con respecto a  y entre 0 y 2.
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 De donde    
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Ejercicio 2.22
Calcule
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  Donde R es el rectángulo del plano xy cuyos vértices son (0,0), (3,0), (3,2) y (0,2).

Solución El recinto de integración es el rectángulo 
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Por el Teorema de Fubini,  se puede calcular la integral doble como una integral iterada:
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· Integrales dobles sobre regiones no rectangulares

Para resolver la integral doble sobre la región no rectangular D, podemos pensar en considerar regiones de tipo I (bandas verticales) y en regiones de tipo II (bandas horizontales), como indicamos a continuación

Región de tipo I (banda vertical)
Una región de tipo I contiene puntos (x,y) tales que, para cada x fijo entre las dos constantes a y b, la coordenada 
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,  donde 
[image: image345.wmf]1

g

 y 
[image: image346.wmf]2

g

son funciones continuas.
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Región de tipo II (banda horizontal)

Una región de tipo II contiene puntos (x,y) tales que,  para cada 
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 fijo entre las dos constantes 
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, donde 
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 son funciones continuas.
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El teorema siguiente nos permite calcular una integral doble sobre una región de tipo I o de tipo II.
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Ejercicio 2.23
Sea T la región triangular limitada por las rectas y=0,  y=2x,  x=1. Calcule la integral doble
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  por integración iterada.

a) Integrando primero con respecto a y.

b) Integrando primero con respecto a x.

Solución

a) Fijo x entre 0 y 1,  e  y varía entre y=0    y    y=2x
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b)  Si 
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Fijo y entre 0 y 2,  x varía entre 
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· Determinación de los límites de Integración

Ejercicio 2.24
Dibuje la región de integración de: 
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como una integral doble equivalente con el orden de integración invertido.

Solución

La región de integración viene dada por la desigualdad:
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Invertimos el orden de integración y obtenemos:  
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Ejercicio 2.25
1) En los problemas siguientes escriba la integral iterada equivalente. No integre, haga el gráfico.
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Solución
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· Con relación a áreas y volúmenes

Si 
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 sobre una región D del plano xy, entonces 
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En el caso particular en que 
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	TRABAJO PRACTICO Nº2 
“CAMPOS ESCALARES”



PARTE I-“VALORES FUNCIONALES, DOMINIO Y PLANOS”

1-Calcule los valores funcionales que se indican para las funciones dadas:
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2-Fabricantes de productos oftalmológicos analizan que en ciertas condiciones, si dos padres con ojos castaños tienen exactamente k niños, la probabilidad P=(r,k) de que haya exactamente r niños con ojos azules está dado por:
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Evalúe la probabilidad de que de un total de cuatro niños haya exactamente tres con ojos azules.

3-Determine analítica y gráficamente el dominio de:
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4-Represente gráficamente los planos cuyas ecuaciones se dan a continuación:
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PARTE II-“DERIVADAS PARCIALES”

5-Calcule directamente las derivadas parciales de :
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6-Plantear y resolver los siguientes problemas:

6.a-Un fabricante ha determinado que el número de tostadoras que va a vender está dado por la cantidad de dinero (expresada en miles de pesos) gastada en propaganda durante el mes y por el precio de venta en pesos de las tostadoras. Ello se puede representar por f(x,y) con x: e y: precio de venta de las tostadoras. Dé interpretaciones económicas a las derivadas parciales fx y fy.

6.b-Supóngase que un fabricante elabora x unidades del producto X y y unidades del producto Y. En este caso, el costo total c de estas unidades es  función  de  x  e y; se le conoce como función de costos conjuntos. Si esa función es c=(F(x,y) entonces Fx recibe el nombre de costo marginal (parcial) con respecto a x.

De forma similar Fy es el costo marginal (parcial) con respecto a y. Dado c(x,y)=0,2xy +3x+3y calcule las funciones de costos marginales parciales.

6.b-Una compañía fabrica dos tipos de esquíes, los modelos Relámpagos y Alpino. Suponga que la función de costos conjuntos de fabricar x pares del modelo Relámpago y y pares del modelo Alpino a la semana es c=F(x,y)=0.06x2+65x+75y+1000 en donde c se expresa en dólares. Calcular los costos marginales parciales con respecto a x y a y cuando x=100 y y=50.

6.c-El fabricante de un juguete popular ha establecido que su función de producción es P=(lk, donde l es el número de horas de mano de obra a la semana y k es capital que se requiere para la producción semanal de P gruesas del juguete (una gruesa es igual a 144 unidades). Hallar las funciones de productividad marginal y evaluar para l=400 y k=16.
6.d-Para las funciones de costos conjuntos c=4x+03y2+2y+500, obtenga los costos marginales parciales. Interprete estos para x=3 y y=2.
6.e-Para las funciones de costos conjuntos:

c=0.03(x+y)3-0.6(x+y)2+4.5(x+y)+7700, obtenga los costos marginales parciales. Interprete estos para x=2 y y=1.
6.f-En una fábrica hay trabajadores calificados y no calificados. El dueño de la fábrica estima que el número de artículos que se pueden producir semanalmente está dado por: 1200x+500y+x2y–x3–y2; donde se indica el número de trabajadores no calificados. Se pide: 

i) escriba una función que exprese el cambio aproximado en la producción semanal cuando se agrega un trabajador calificado.

ii) Actualmente están trabajando 10 trabajadores calificados y 20 no calificados. ¿Cuántos artículos se están produciendo actualmente?

iii) Dé el resultado exacto y un valor aproximado de la variación en la cantidad de artículos producidos semanalmente cuando se agregó un trabajador calificado.

iv) Dé un valor aproximado de la variación en la cantidad de artículos producidos si con el plantel actual se contratan 5 trabajadores calificados y se despiden 2 no calificados.

PARTE III-“EXTREMOS RELATIVOS PARA DOS VARIABLES”
7) Determine extremos relativos y clasifíquelos

a) f(x,y)= x3+y2-6x2+y-1

b) f(x,y)=x2-4xy+y3+4y

c) f(x,y)=18x2-32y2-36x-128y-110

d) f(x,y)=x3+y3-18xy
8) Determine mediante multiplicadores de Lagrange,  los puntos críticos de las funciones sujetas a las restricciones dadas:
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9) Plantear y resolver los siguientes problemas:

9.a-Sea P una función de producción dada por P=(l,k)=0.54l2-0.02l3+1.89k2-0.09k3, donde l y k son las cantidades de mano de obra y capital, respectivamente, y P es la cantidad de productos que se fabrican. Calcular los valores de l y k que maximizan P.
9.b-Sea P=(l,k)=1.08l2-0.03l3+1.68k2-0.08k3, la función de producción para una empresa. Encontrar las cantidades de insumos l y k que maximizan P.

9.c-En cierto proceso automatizado de manufactura, se utilizan las máquinas M y N durante m y n horas, respectivamente. Si la producción diaria está dada por 

Q=4.5m+5n-0.5m2-n2-0.25mn, halle los valores de m y n que maximizan Q.

9.d-Una empresa ha recibido un pedido de 200 unidades de su producto y desea distribuir su manufactura entre dos de sus fábricas,  la planta 1 y la planta 2. Se utilizan 
[image: image380.wmf]x

  y  
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 para denotar las producciones de 1 y 2,  respectivamente, y se supone que la función de costos totales está dada por 
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 y se deben fabricar 200 unidades en total.

9.e-La función de producción para una empresa es 
[image: image383.wmf]2

2

2

20

12

)

,

(

k

l

k

l

k

l

f

-

-

+

=


El costo para la compañía es de 4 y 8, por unidad de 
[image: image384.wmf]l

 y 
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,  respectivamente. Si la empresa desea que el costo total de los insumos sea 88,  calcule la máxima producción posible,  sujeta a esta restricción presupuestal.

9.f-Repita el problema anterior, suponiendo que 
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  y la restricción presupuestal  es 
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9.g-El costo para la compañía es de 2 y 3, por unidad de 
[image: image388.wmf]l

 y 
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,  respectivamente. Si la empresa desea que el costo total de los insumos sea 30,  calcule la máxima producción posible,  sujeta a esta restricción presupuestal.   
9.h-na empresa fabrica dos productos.  Los ingresos totales por la venta de 
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 unidades del primero y 
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 unidades del segundo son 
[image: image392.wmf]y

102

x

42

xy

2

y

8

x

5

)

y

,

x

(

R

2

2

+

+

-

-

-

=

. Hallar 
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 de forma que los ingresos sean máximos.  
9.i-La función de producción para una empresa es 
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. Hallar los valores de l y k que hagan mínima y/o máxima la producción.

PARTE IV-“INTEGRALES DOBLES”
10-Calcule las siguientes integrales:
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11-Calcule:

12-Evalúe las integrales dobles de las siguientes funciones,  donde z=f(x,y), en las regiones que se indican  

a) z = 5 – x – 2y     
 0 ( x ( 1 ( 0 ( y ( 2.

b) z = 5 – x – 2y      
 0 ( x ( 1 ( 0 ( y ( 2(1 - x)

c) z = y                    0 ( x ( 2 ( 0 ( y ( 4 – x2.

6) z = 3 + x               -2 ( x ( 2 ( 0 ( y ( 4 – x2.

d) z = 4 – 4x2 – y2          0 ( x ( 1 ( 0 ( y ( 2 – 2x.

e) z = 1 – x2                0 ( x ( y ( 0 ( y ( 1.
Una función f de dos variables se denomina continua en (xo,yo) si


� EMBED Equation.3  ���





Teorema de Fubini 


Sea � EMBED Equation.3  ��� una función continua sobre un  rectángulo � EMBED Equation.3  ���


Entonces se puede calcular la integral doble� EMBED Equation.3  ��� por integración iterada en cualquier orden,  es decir:


� EMBED Equation.3  ���








� EMBED Equation.3 ���


� EMBED Equation.3 ���


y











               y =g2(x)


         		       A


		  





	     y =g1(x)








	   a                       b           x   			











y





	       





d


         


		       B


       x=h1(x)                       x=h2(x)               


c











				     x











Teorema de Fubini para regiones no rectangulares


Si D es una región de tipo I,  entonces � EMBED Equation.3  ���


Siempre y cuando existan las dos integrales. De un modo similar, para una región de tipo II,    


              � EMBED Equation.3  ��� 





  y


		       y=2x














	     y =x2	





    0		   2                x
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� Charles Cobb  y Paul Douglas publicaron un estudio que presenta un modelo de crecimiento de la economía estadounidense durante el período 1899-1922
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